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摘要: 提出一种新的回归分析方法,建立了截尾数据回归方程,给出回归系数和标准差的最佳无偏整体估计

及其协方差矩阵。文中详细讨论了工程中最常见的正态分布截尾数据一元线性回归分析,给出其回归曲线的

置信限和百分位值的置信区间估计,并将该方法推广到极值分布和威布尔分布的情况。传统回归分析只适用

于来自正态分布的完全数据,对于截尾数据或威布尔分布数据则无能为力,目前工程上只能采用成组试验方

法,结果导致试验量很大。本文方法能够很好地解决上述问题,与成组试验法相比,在试样数相同的条件下具

有更高的精度,而在精度相同的情况下,则可以节省大量试样。
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Abstract: A new regression analysis m ethod is p resen ted and the regression equation fo r

censo red data is established. T he best unbiased in tegral estim ato rs fo r the regression param eters,

the standard deviation and their covariance are also given. T he confidence lim its of the regression

curve and the confidence in tervals of percen tiles fo r norm al distributions are discussed in detail.

T he traditional regression analysis is on ly suitable to comp lete data from norm al distribution. In

engineering, censo red data is analyzed by group test m ethod that requires a large num ber of sam 2
p les. T he p resen t m ethod ex tends traditional regression analysis to no t on ly censo red data but also

ex trem e distribution and W eibull distribution. Compared w ith traditional m ethod, the p resen t

m ethod can reach a h igher p recision and a great num ber of specim ens can be saved.
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1　引　言

　　回归分析是一种强有力的数据处理工具,在

自然科学和社会科学的各个领域都有广泛的应

用,但传统的回归分析只适用于来自正态分布的

完全数据[1 ] ,对于工程上常见的截尾数据和极值

分布、威布尔分布的情况,则无能为力。目前对于

截尾数据通常采用成组试验法,该方法对不同条

件下的试验数据只能分别进行处理,这就要求在

每种条件下都做大量试验,结果导致总的试验量

很大。对此,文献[ 2 ]提出整体分布参数的概念,文

献[ 3 ]建立了最佳无偏整体估计方法,本文进一步

给出一种截尾数据回归分析方法,详细讨论了正

态分布截尾数据的一元线性回归分析,并将其推

广到极值分布和威布尔分布的情况。本文方法可

以将不同条件下的试验数据作为一个整体进行统

计推断,从而能够全面开发利用不同条件下试验

数据之间的横向信息,使其可利用的信息量远远

大于传统方法,既能够提高统计推断的精度,又可

以节省大量试样。

2　正态分布截尾数据线性回归分析

　　正态分布是最常见同时也是最重要的分布,

工程中许多随机变量均服从这种分布。设随机变

量 y 与自变量 x 之间成线性关系:

y = a + bx + Ε　　Ε～ N (0, Ρ2) (1)

式中 a, b和 Ρ为待定参数。
设在状态 x j 进行 n j 个试样的试验, y j 1≤y j 2

≤⋯≤y j qj
为观测到的前 qj 个定数截尾样本数

据, j = 1, 2,⋯, m ,则根据文献[ 3 ]可知, a, b, Ρ的
最佳线性无偏估计量 aδ, bδ, Ρδ由下面诸式给出:

a
δ = yλ - b

δ
xθ - Ρδuλ (2)

b
δ=

L 1yL 22 - L 2yL 12

L 11L 22 - L 2
12

(3)

Ρδ=
L 2yL 11 - L 1yL 12

L 11L 22 - L 2
12

(4)

回归方程为:

yδ = aδ + bδx (5)

式中:

n′= ∑
m

j= 1
∑

qj

k, l= 1
g jk l (6)

xθ =
1
n′∑

m

j= 1
∑

qj

k, l= 1
g jk lx j (7)

uλ =
1
n′∑

m

j = 1
∑

qj

k, l= 1
g j k lu jk (8)

yλ =
1
n′∑

m

j= 1
∑

qj

k, l= 1

g jk ly jk (9)

L 11 = ∑
m

j= 1
∑

qj

k, l= 1
g jk l (x j - xθ) (x j - xθ) (10)

L 12 = ∑
m

j = 1
∑

qj

k, l= 1
g j k l (x j - xθ) (u j k - uλ) (11)

L 22 = ∑
m

j = 1
∑

qj

k, l= 1

g j k l (u jk - uλ) (u j l - uλ) (12)

L 1y = ∑
m

j = 1
∑

qj

k, l= 1
g j k l (x j - xθ) (y j k - yλ) (13)

L 2y = ∑
m

j = 1
∑

qj

k, l= 1
g j k l (u j l - uλ) (y j k - yλ) (14)

其中 (g j k l) qj×qj
= (v jk l) - 1

qj×qj
, u jk和 v j k l分别为标准正

态分布顺序统计量的数学期望和协方差,由下面

诸式计算:

u jk =∫
1

0

n j !
(k - 1) ! (n j - k) !

p k- 1
k ×

(1 - p k) n j - k5 - 1 (p k) dp k (15)

v jkk =∫
1

0

n j !
(k - 1) ! (n j - k) !

p k- 1
k ×

(1 - p k) n j - k [5 - 1 (p k) ]2 dp k - u2
j k (16)

v j k l =∫
1

0∫
p l

0

n j !
(k - 1) ! ( l - k - 1) ! (n j - l) !

×

p k- 1
k (p l - p k) l- k- 1 (1 - p l) n j - l5 - 1 (p k) ×

5 - 1 (p l) dp kdp l - u jku j l　 (k < l) (17)

　　可以证明, a
δ, b

δ, Ρδ是 a, b, Ρ的最佳线性无偏估
计。大量M onte Carlo 模拟表明,当数据总量 q=

∑
m

j= 1
qj 稍大时,即可近似为正态分布。

3　均值和标准差的置信限估计

　　均值 Λ(y ) = a+ bx 和标准差 Ρ的置信度为 Χ
的单侧置信下限和单侧置信上限分别由下面诸式

给出:

ΛL (x ) = aδ+ bδx -

　　　　uΧΡδ c11+ 2c12x + c22x 2 (18)

ΛU (x ) = a
δ+ b

δ
x +

　　　　uΧΡδ c11+ 2c12x + c22x 2 (19)

　　　　ΡL = (1- uΧ c33 ) Ρδ (20)

　　　　ΡU = (1+ uΧ c33 ) Ρδ (21)

式中:
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(ck l) 3×3 =

∑
m

j = 1
∑

qj

k, l= 1
g j k l ∑

m

j= 1
∑

qj

k, l= 1
g jk lx j ∑

m

j= 1
∑

qj

k, l= 1
g jk lu jk

∑
m

j= 1
∑

qj

k, l= 1
g jk lx j ∑

m

j= 1
∑

qj

k, l= 1
g jk lx

2
j ∑

m

j = 1
∑

qj

k, l= 1
g j k lu j kx j

∑
m

j= 1
∑

qj

k, l= 1

g jk lu jk ∑
m

j= 1
∑

qj

k, l= 1

g j k lu jkx j ∑
m

j = 1
∑

qj

k, l= 1

g j k lu jku j l

- 1

(22)

4　百分位值的置信限估计

　　随机变量 y 的概率为 P 的百分位值 y P (x ) =

a+ bx + uP Ρ的无偏估计量 yδP (x ) 由下式给出:

yδP (x ) = a
δ + bδx + uP Ρδ (23)

　　百分位值 y P (x )的置信度为 Χ的单侧置信下
限 y PL (x )和单侧置信上限 y PU (x )分别由下面两

式给出:

y PL (x ) = aδ + bδx + uP Ρδ -

　　　　　　uΧΡδ{c11 + 2c13uP + c33u2
P +

　　　　　　2 (c12 + c23uP ) x + c22x 2}1ö2 (24)

y PU (x ) = a
δ + bδx + uP Ρδ+

　　　　　　uΧΡδ{c11 + 2c13uP + c33u2
P +

　　　　　2 (c12 + c23uP ) x + c22x 2}1ö2 (25)

　　此外,根据百分位值的置信度为 Χ的单侧置
信上 (下)限曲线与百分率的置信度为 Χ的单侧置
信下 (上)限曲线相同的原理[4 ] ,可以对随机变量

y 的百分率置信限进行估计。

5　定时截尾数据的处理

　　定数截尾试验数据可以直接采用上述方法处

理。但是对定时截尾试验数据,如果直接采用上述

方法,则将损失最后一个失效数据到试验截止时

间 Σ这一时间段内的试验信息。下面给出一种能
够利用该试验信息的方法。设在状态 x j 下进行定

时截尾试验, y j1≤y j 2≤⋯≤y jqj
≤Σj ,为得到的前

qj个定时截尾样本数据。如果将截尾时间 Σj 也看

成一个有序数据,则可以将定时截尾数据等效成

定数截尾数据。由于截尾时间 Σj 位于 y jqj
和下一

个失效数据 y j (qj + 1)之间,即 y jqj
≤Σj≤y j (qj + 1) ,所以

与有序数据 Σj 相对应的 u
3
j (qj + 1)、v

3
jk (qj + 1) 和

v
3
j (qj + 1) (qj + 1)由下面诸式计算:

u3
j (qj + 1) = (u jqj

+ u j (qj + 1) ) ö2 (26)

v 3
jk (qj + 1) = (v jkqj

+ v j k (qj + 1) ) ö2

k = 1, 2,⋯, q j (27)

v 3
j (qj + 1) (qj + 1) = (v jqj qj

+ v j (qj + 1) (qj + 1) ) ö2 (28)

6　极值分布和威布尔分布一元
　　　　　回归分析

　　对于随机变量 y 遵循极值分布 EV (Λ, Ρ)的

情况,设

y = a + bx + Ε　　Ε～ EV (0, Ρ) (29)

只要将式 (15)、(16)和 (17)改成下面三式:

u jk =∫
1

0

n j !
(k - 1) ! (n j - k) !

p k- 1
k (1 - p k) n j - k ×

ln ln
1

1 - p k
dp k (30)

v jkk =∫
1

0

n j !
(k - 1) ! (n j - k) !

p k- 1
k (1 - p k) n j - k ×

ln ln
1

1 - p k

2

dp k - u2
j k (31)

v j k l =∫
1

0∫
p l

0

n j !
(k - 1) ! ( l - k - 1) ! (n j - l) !

×

p k- 1
k (1 - p l) n j - l (p l - p k) l- k- 1 ×

ln ln
1

1 - p k
ln ln

1
1 - p l

dp kdp l - u jku j l

(k < l) (32)

并将式 (23)、(24)和 (25)改换成:

yδP (x ) = aδ+ bδx + Ρδln ln
1

1- P
(33)

y PL (x ) = aδ+ bδx + Ρδln ln
1

1- P
- uΧΡδ c11+

　　　　2c13 ln ln
1

1- P
+ c33 ln ln

1
1- P

2

+

　　　　2 c12+ c23 ln ln
1

1- P
x + c22x

2
1ö2

(34)

y PU (x ) = aδ+ bδx + Ρδln ln
1

1- P
+ uΧΡδ c11+

　　　　2c13 ln ln
1

1- P
+ c33 ln ln

1
1- P

2

+

　　　　2 c12+ c23 ln ln
1

1- P
x + c22x

2
1ö2

(35)

则本文方法和公式对极值分布也同样成立。

　　对于随机变量 t遵循威布尔分布W (Α, Β) 的

情况,令 y = ln t ,则 y 遵循极值分布 EV (Λ, Ρ) ,可

按上述方法处理,其中 Λ= lnΒ, Ρ= 1öΑ。

7　应用举例

　　例 1: 表 1 给出 5 组不同应力水平下的定数

截尾寿命数据,每组 5个试样。它们服从对数正态

分布LN (Λ, Ρ2) ,且方差 Ρ2 为常数。根据逆幂律模

型,均值 Λ与对数应力水平 lnS 之间成线性关系:
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Λ(S ) = a + blnS

表 1　定数截尾寿命数据与回归分析结果

Table 1　Cen sored l ife da ta and regression

ana lysis results

序　号 1 2 3 4 5

应力öM Pa 750 800 850 900 950

寿命ö103c

462. 1 429. 2

458. 1

195. 5

245. 9

259. 4

86. 3

111. 3

121. 3

69. 1

72. 8

78. 2

96. 9

118. 1

t50 667. 3 379. 5 219. 8 127. 5 74. 1

t90 495. 2 278. 4 158. 1 90. 1 52. 0

t99 370. 6 204. 3 114. 3 65. 0 37. 6

根据本文方法对表 1 中数据进行回归分析,

得到参数 a、b和 Ρ的最佳无偏整体估计:

aδ = 76. 6421,　bδ= - 9. 5247,　Ρδ= 0. 2487

其协方差矩阵为:

Cov

a
δ

b
δ

Ρδ
=

27. 2985 - 4. 0295 0. 1178

- 4. 0295 0. 5949 - 0. 01716

0. 1178 - 0. 01716 0. 004005

　　根据式 (18)、(19)、(20)和 (21)求得均值 Λ和
标准差 Ρ的置信上、下限公式:

　ΛU (S ) = 76. 6421- 9. 5247lnS +

　　　　uΧ 27. 2985- 8. 0590lnS + 0. 5949ln2S

　ΛL (S ) = 76. 6421- 9. 5247lnS -

　　　　uΧ 27. 2985- 8. 0590lnS + 0. 5949ln2S

ΡU = 0. 2487 + 0. 06329uΧ

ΡL = 0. 2487 - 0. 06329uΧ

　　再由式 (24)得到置信度为 Χ、概率为 P 的对

数安全寿命置信下限:

y PL (S ) = 76. 6421- 9. 5247lnS + 0. 2487uP -

　　uΧ{27. 2985- 8. 0590lnS + 0. 5949ln2
S +

　　0. 004005u
2
P + 0. 2356uP - 0. 03432uP lnS }1ö2

　　当取 Χ= 0. 9 和 P = 0. 5、0. 1、0. 01时,由上

式即可求得置信度为 90◊ 和可靠度分别为 50◊ 、

90◊ 、99◊ 的安全寿命置信下限 t50、t90、t99,结果列

于表 1中。

例 2: 表 2 给出某产品四组不同应力水平下

的定时截尾寿命数据[5 ] ,它们服从对数正态分布

LN (Λ, Ρ2) ,且方差 Ρ2 为常数。每个温度均进行了

25个产品的定时截尾试验,其截尾时间分别为:

T 1= 370K, Σ1= 7000h ; T 2= 413K, Σ2= 1800h;

T 3= 440K, Σ3= 1100h ; T 4= 463K, Σ4= 500h。

　　根据阿伦尼斯模型,对数寿命均值 Λ与温度
T 之间成线性关系:

Λ(T ) = a + böT

表 2　定时截尾寿命数据与回归分析结果

Table 2　Cen sored l ife da ta and regression

ana lysis results

序　号 1 2 3 4

温度öK 370 413 440 463

寿命öh

529

822

1905

2102

2756

3612

4617

5275

5446

6016

6645

6859

265

336

449

563

582

627

766

825

873

924

924

956

1102

1116

1148

1209

1487

66

149

158

162

171

188

194

244

312

335

342

387

409

543

581

664

667

789

1064

28

41

56

59

59

64

74

94

101

108

148

156

156

162

164

165

246

264

289

377

443

490

t50 5716. 43 912. 27 321. 14 140. 23

t90 1690. 88 257. 71 89. 56 39. 17

t99 571. 67 83. 76 29. 17 12. 88

采用本文方法对表 2 中试验数据进行处理,

得到参数 a、b和 Ρ的最佳无偏整体估计:

aδ = - 9. 8297,　bδ= 6934. 29,　Ρδ= 0. 9413

其协方差矩阵为:

Cov

a
δ

bδ

Ρδ
=

1. 5732 - 656. 48 - 0. 02316

- 656. 48 276077. 7 11. 6485

- 0. 02316 11. 6485 0. 01522

　　根据式 (18)、(19)、(20)和 (21)求得均值 Λ和
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标准差 Ρ的置信上、下限公式:

ΛU (T ) = - 9. 8297+ 6934. 29öT +

　uΧ 1. 5732- 1312. 96öT + 276077. 7öT 2

ΛL (T ) = - 9. 8297+ 6934. 29öT -

　uΧ 1. 5732- 1312. 96öT + 276077. 7öT 2

ΡU = 0. 9413 + 0. 1234uΧ

ΡL = 0. 9413 - 0. 1234uΧ

　　再由式 (24)得到置信度为 Χ、概率为 P 的对

数安全寿命置信下限:

y PL (T ) = - 9. 8297+ 6934. 29öT + 0. 9413uP -

uΧ{1. 5732- 1312. 96öT + 276077. 7öT
2-

0. 04632uP + 0. 01522u
2
P + 23. 2970uP öT }1ö2

　　当取 Χ= 0. 9 和 P = 0. 5、0. 1、0. 01 时, 由上

式即可求得置信度为 90◊ 和可靠度分别为 50◊ 、

90◊ 、99◊ 的安全寿命置信下限 t50、t90、t99列于表

2中。

8　结　论

　　 (1) 提出一种截尾数据回归分析方法,将只

适用于完全数据的传统回归分析推广到工程中常

见的截尾数据情况。

(2) 详细讨论了工程中最常见的正态分布截

尾数据的一元线性回归分析,给出回归系数和标

准差的最佳无偏整体估计及其协方差矩阵。建立

回归曲线的置信限和百分位值的置信区间估计。

( 3) 建立适用于威布尔分布、极值分布的一

元线性回归分析方法。

(4) 给出一种将定时截尾数据等效成定数截

尾试验数据的方法。

(5) 本文方法对一种条件下只有一个失效数

据的情况也能很好地进行处理,这一特性允许加

速寿命试验中选取的最小加速应力尽量接近正常

使用情况,从而保证将加速试验结果外推到正常

使用情况时有较高的精度。

(6) 本文方法能够全面开发利用不同条件下

试验数据之间的横向信息,使其可利用的信息量

远远大于只能分别在各自条件下对试验数据进行

统计分析的成组试验方法。工程应用表明,在试样

数相同的情况下,本文方法比传统方法具有更高

的精度,而在精度相同的情况下,则可以节省大量

试样。
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